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Aplicaciones lineales

En esta practica pretendemos revisar la definicion de aplicacion lineal asi como
el calculo de la expresién matricial de una aplicacion lineal respecto de las bases
canonicas del dominio y codominio de dicha aplicacion. Posteriormente revisamos
conceptos relacionados con las aplicaciones lineales como son el nucleo y la imageny a
partir de ellos clasificamos las aplicaciones lineales.

1.- APLICACION LINEAL.

Dados V y V’ dos espacios vectoriales sobre IK, una aplicacién f:V —— V’ se
dice que es una aplicacion lineal si verifica:

1. f(u+v)="~F(u)+f(v), Yu,v e V.

2. flau)=af(u), Va e K, Yu e V.

Para definir la aplicacion lineal en Mathematica lo primero debemos de seguir
las reglas habituales de definicion de funciones:

nombre[variable_]:= expresion

teniendo en cuenta que en este caso tendremos como “variable” un vector y como
expresion otro vector:

Ejemplo 8.1. Definir en Mathematica la aplicacién lineal f: R*——> R* dada por
f(x,y,2)=(2x,x+y, 3x+y -2,y + 52) y calcular f(3,2,1)

Primero definimos la aplicacion f:

In/li= fI{x_y_,z_}:={2x,x+y,3x+y-z,y+5z}

Notese que el argumento de f es un vector ({X_,y_,z_}) con tres componentes X, y Y z,
cada uno de las cuales van seguidos de _ para indicar que son variables. Comprobamos
ahora que f esta bien definida calculando la imagen del vector (3, 2, 1):

In//.= f[{3.2,1}]

out/}= {6, 5, 10, 7} =

En la préctica a la hora de estudiar si f es aplicacion lineal no se suele usar la
definicién sino la siguiente caracterizacion:
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Caracterizacion
La aplicacion f: V—— V’ es lineal si, y solo si,

flaou+pv)=af(u)+pfv), Vo, B €K, Yuyv e V.
Ejemplo 8.2. Estudiar si la aplicacion del ejemplo anterior es lineal.

In/7:= Simplify[f[a*{x1,y1,z1}+b*{x2,y2,22}]]==
Simplify[a*f[{x1,y1,z1} + b*f[{x2,y2,z2}]]

Out//= True
H

Ejemplo 8.3. Estudiar si la aplicacién g: R*——> R?dada por g(x, y, z) = (X y, X +Y)
es lineal.

Primero introducimos la nueva aplicacion:

In/7:= gl{x_y_z_}:={x*yx+y}

Ahora comprobamos si es lineal:

In/7:= Simplify[g[a*{x1,y1,z1}+b*{x2,y2,22}]] ==
Simplify[a*g[{x1,y1,z1}] + b*g[{x2,y2,22}]]

Out/f/[={a (X + b x1), a X+ b x1 +y + b yl)} == {a x
+bxl, ax+bxl1+ay+byl}

Notese que en este caso no nos devuelve ni “True” ni “False” pues Mathematica
entiende que dependiendo de los valores de a y b se puede dar la igualdad. Sin embargo
nosotros sabemos que para que la aplicacion sea lineal debe darse la igualdad para todos
los valores de a y b y al salirnos una expresion como la anterior quiere decir que no es
cierto. Por tanto, podemos deducir que la aplicacion no es lineal.

Otra forma de comprobarlo es utilizando la triple igualdad “===", para que nos
compruebe si la expresion es igual para todos los valores de los parametros que
aparecen.

In/7:= Simplify[g[a*{x1,y1,z1}+b*{x2,y2,z2}]] === Simplify[a*g[{x1,y1,z1}]
+  b*g[{x2y2,z2}]]

Out//:= False
H

2.- EXPRESION MATRICIAL DE UNA APLICACION LINEAL.

APLICACIONES LINEALES I
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Sea f: V—— V’ una aplicacion lineal y sea B={ey,e,....en} la base canonica de
V. Entonces f estd totalmente determinada por las imagenes de los vectores de B, es
decir, f(eq), f(e2),..., f(en), pues dado un vector x de V de coordenadas x = (Xi,...,Xn)B,
entonces,

f(X) = f(x1€1+ ... + Xn€n) = Xaf(€1) + ... + Xaf(en)

Sea ahora B’={us,...,un} la base candnica de V’ y consideremos las coordenadas
de los vectores f(e1),...,f(en) respecto de B’:

(fe1) = @11, .- am)p
Jf(ez) = (@12, .-, am2)p
{f(en) = (aln’ ’amn)B'

De esta forma se tiene:
f(X) = (3.11X1+ <. FanXn, a21X1 + ...+ aonXny.ey, AmaXy ...+ Qmn Xn)B'

Ahora bien, si denotamos a las coordenadas de f(x) por f(x) = (y1,.-.,Ym)s’,
entonces se obtiene:

( Y1 = anXqg+. . Aa9nXp
J Yo = adg1Xq1+.. . FaAonXp

0 matricialmente:

ain V%)

dp; adpp - a2n|><2|

JXp) = = S : :
LYmJ Laml dm2 aan\XnJ

Esta expresion recibe el nombre de ecuacion matricial de una aplicacion lineal f
respecto de las bases B y B’. La matriz

R
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recibe el nombre de matriz asociada a f respecto de las bases B y B’ que denotaremos
por A = Mgg:(f). Notar que el nimero de columnas es igual a la dimension de V' y su
namero de filas igual a la dimensién de V’.

Ejemplo 8.4. Calcular la expresion matricial de la aplicacion lineal f del ejercicio 8.1.
respecto de las bases canonicas.

Definimos f, introducimos la base candnica mediante ldentityMatrix[3] vy
calculamos la matriz asociada a f respecto de esta base:

In/l:= f[{x_y_,z_}:={2x,x+y,3x+y-z,y+52}
B= IdentityMatrix[3];
A= Transpose[Table [f[B[[i]]].{i,1,3}]];
MatrixForm[A]

Out/f=

X\
o w kN
=

Ejemplo 8.5. Calcular la matriz asociada a f respecto de las bases B = {(1,1,1), (1,1,0),
(1,0,00} y B’={(1,2,3,0), (2,4,6,1), (1,0,0,0), (0,1,0,0)}.

Definimos f, introducimos las bases B y B’ y calculamos la matriz asociada a f
respecto de esta base:

Inf7= f[{x_y_,z_}]:={2x,x+y,3x+y-z,y+5z}
B={{1,1,1},{1,1,0}.{1,0,0}};
Bp:{{1,2,3,0},{2,4,6,1},{1,0,0,0},{0,1,0,0}};

Denotamos por A a la matriz asociada a f respecto de B y Bp:

In/f.= A= Transpose[Table[LinearSolve[Transpose[Bp],
fBILi1111.{i.1,3}]I;

Oout//=
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3.- RELACION ENTRE MATRICES ASOCIADAS A DISTINTAS BASES.

Sea 'V —— V’ una aplicacion lineal con n=dim(V), m=dim(V’), y
consideremos By B basesde Vy B’y B’ bases de VV’, si A es la matriz asociada a f
respecto de By B’ y C es la matriz asociada a f respecto de By B’ se tiene que Cy
A son matrices equivalentes, ademas C = Q'AP, donde P es la matriz del cambio de
base en V de B a By Q es la matriz del cambio de base en VV’ de B’ a B’. En el caso
particular de un endomorfismo y tomando la misma base en el espacio de partida y en el
de llegada, la relacion entre Ay C es C = PAP.

Dos matrices cuadradas A y C para las que existe una matriz regular P de forma
que C = PAP se dice que son semejantes.

Proposicion

1. Dos matrices son equivalentes si, y solo si, son matrices asociadas a la misma
aplicacion lineal respecto de distintas bases.

2. Dos matrices son semejantes si, y solo si, son matrices asociadas al mismo
endomorfismo respecto de distintas bases.

Ejemplo 8.6. Comprobar la relacion entre la matriz asociada a f respecto de las bases
anteriores y la matriz asociada a f respecto de las bases canonicas.

Definimos f, introducimos las bases canonicas que denotaremos por Bc3 y Bcd
respectivamente y calculamos la matriz asociada a f respecto de esta base:

Inf7:= f[{x_y_,z_}]:={2X,x+y,3x+y-z,y+5z}
Bc3= IdentityMatrix|[3];
Bc4=IdentityMatrix[4];
B={{1,1,1},{1,1,0},{1,0,0}};
Bp={{1,2,3,0},{2,4,6,1},{1,0,0,0},{0,1,0,0}};

Denotamos por ¢ a la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas y por A
a la matriz asociada a f respecto de B y Bp. Si P y Q son las matrices del cambio de
base de B a Bc3'y de Bp a Bc4, respectivamente, se tiene que en efecto QAP =c:

In/.= c= Transpose[Table [f[Bc3[[i]]].{i,1,3}]];
A= Transpose[Table[LinearSolve[Transpose[Bp],
fBILIi,.1,3}];
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P = Transpose[Table[LinearSolve[Transpose[B],Bc3[[i]]].{i,3}1];
Q = Transpose[Table[LinearSolve[Transpose[Bp],Bc4[[i]11.{i,4}1];
Inverse[Q].A.P==c

Out/f= True
H

4.- OPERACIONES CON APLICACIONES LINEALES Y RELACION CON
LAS MATRICES ASOCIADAS

Dados V' y V’ dos espacios vectoriales sobre KK, denotaremos por Homg (V, V)
al conjunto de todas las aplicaciones lineales de V en V’. En este conjunto se podemos
definir operaciones suma y producto por escalar de la forma: dadas f, g € Homg(V, V’)
y A € K se define las aplicaciones lineales:

f+9:V—> V7 (f+0)(u) = f(u) +g(u)
A V—— V75 (Af)(u) = Af(u)

Dadas aplicaciones lineales f: V— V’y g: V' —— V’’, su composicién

go f: V—— V’’ definida por g o f (x) = g(f(x)) es también lineal.

Veamos como la asignacion a una aplicacion lineal de su matriz asociada se
comporta bien respecto a las operaciones con aplicaciones lineales:

Proposicion

Sean V, V' y V’’ espacios vectoriales sobre IK de dimensiones finitas, B, B’ y
B’ bases de V, V'’ y VV’’ respectivamente y f,g: V—— V' y h:V’—— V’’ aplicaciones
lineales, entonces se tiene:

1. MB‘B’(f + g) = MBB(f) + MBB(g)

2. Mgp(Af) =1 Mgg:(f), para todo A € K.

3. MB,B"(hOf) = MBB(h) MBB(f)

Ejemplo 8.7. Calcular las matrices asociadas a f y h respecto de las bases canonicasy a
partir de ellas comprobar que la matriz asociada a la composicion coincide con el
producto de las anteriores donde:

f: R*>——> R® dada por f(x, y, z) = (x+y, 3x+y-z, y+52) y
h: R*——> R* dada por h(X, y, z) = (2x-z, X+y, 3x+y-z, 2y+7)

Definimos f y h, introducimos la base canonicas que denotaremos por Bc3 mediante
IdentityMatrix[3] y calculamos las matrices asociada a f y h respecto de esta base:

Inf7.= fI{x_y_z }]:={x+y, 3x+y-z, y+5z}
h[{x_y_,z_}]:={2x-z, x+y, 3x+y-z, 2y+z}
B= IdentityMatrix[3];
Af = Transpose[Table [f[B[[i]]].{i,1,3}]]; MatrixForm[Af]
Ah = Transpose[Table [h[B][[i]]].{i,1,3}]]; MatrixForm[Ah]
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Oout//=

1 1 0
(3 1 —1)
0 1 5

2 0 -1
11 O
31 -1
0 2 1

Denotamos por ¢ a la composicion y Ac a la matriz asociada a la composicién
respecto de las bases canonicas:

Inff:=c[{x_y_z_}] = h[f[{x,y,z}]];
Ac = Transpose[Table [c[B[[i]]].{i,1,3}]]; MatrixForm[Ah]

Out//=
2 1 -5
4 2 -1
6 3 -6
6 3 3

Comprobamos el tercer apartado de la proposicién previa:
In//= Ac == Ah.Af

Out//:=True
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